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Tóm tắt - Tanaka [1] đã chứng minh rằng, một không gian topo 

X  là s-ảnh giả-mở và liên tục của một không gian metric khi và 

chỉ khi nó là không gian Fréchet-Urysohn, với *cs  - mạng điểm 

-đếm được. Sau đó, Gruenhage, Michael và Tanaka [2] đã nghiên 

cứu tính bất biến của các phủ điểm-đếm được qua các ánh xạ giả 

-mở, và đặt ra bài toán mở rằng “Không gian Fréchet-Urysohn 

với cs*-mạng điểm-đếm được có bảo tồn qua s-ánh xạ giả-mở và 

liên tục hay không?”. Trong bài báo này, nhóm tác giả nghiên cứu 

về sự bảo tồn các tính chất topo thông qua các s -ánh xạ, và chứng 

minh rằng không gian Fréchet-Urysohn với *wcs -mạng điểm-

đếm được là bảo tồn qua các ánh xạ sau: 1) s -ánh xạ giả-mở và 

liên tục; 2) s -ánh xạ đóng (hoặc mở), liên tục và toàn ánh. Nhờ 

đó, nhóm tác giả thu được câu trả lời một phần cho bài toán trên. 

 Abstract - Tanaka [1] proved that a X  topology space is a pseudo-

open and continuous s-image of a metric one if and only if it is a 

Fréchet-Urysohn space, with a point-countable *cs -network. Later, 

Gruenhage, Michael and Tanaka [2] have studied the immutability of 

the point-countable covers by the pseudo-open mappings, and given 

a question that “Is Fréchet-Urysohn space with point-countable cs*-

network preserved by a pseudo-open and continuous s-mapping?” In 

this paper, the authors have examined the preservation of topology 

properties by s -mappings, and proved that a Fréchet-Urysohn space 

with a point-countable *wcs -network is preserved by these following 

mappings: 1) Pseudo-open and continuous s -mapping; 2) Close (or 

open), surjective and continuous s -one. Hence, the authors have got 

a partial answer to the above question. 

Từ khóa - *wcs -mạng; phủ điểm-đếm được; không gian Fréchet-

Urysohn; s -ánh xạ; ánh xạ giả-mở 

 Key words - *wcs -network; point-cointable cover; Fréchet-

Urysohn space; s -mapping; pseudo-open mapping 

 

1. Giới thiệu 

Năm 1984, Gruenhage, Michael và Tanaka [1] đã 

nghiên cứu về không gian được xác định bởi các phủ điểm-

đếm được, nhờ đó đã thu được bảo tồn của một số tính chất 

phủ thông qua các ánh xạ giả-mở. Hơn nữa, các tác giả đã 

đặt ra bài toán mở sau. 

Bài toán 1. Không gian Fréchet-Urysohn có 
*cs -mạng 

điểm-đếm được có bảo tồn qua s -ánh xạ, giả-mở và liên 

tục hay không? 

Bài toán này đã thu hút rất nhiều nhà nghiên cứu topo 

đại cương trên thế giới quan tâm. Họ đã nghiên cứu bài 

toán theo nhiều khía cạnh khác nhau, nhờ đó rất nhiều khái 

niệm mới về mạng và nhiều bảo tồn các tính chất mạng qua 

ánh xạ giả-mở là thu được (xem [3-8]). Gần đây, Lin và 

Liu [6] đã nghiên cứu về cn -mạng, sp -mạng và đã chứng 

minh được rằng, không gian Fréchet-Urysohn với cn -

mạng hoặc sp -mạng được bảo tồn qua ánh xạ giả-mở, và 

không gian với cs*-mạng hoặc cs -mạng được bảo tồn qua 

ánh xạ thương-dãy. 

Trong bài báo này, nhóm tác giả thu được câu trả lời 

riêng cho Bài toán 1 trong trường hợp không gian được 

nghiên cứu là Fréchet-Urysohn có *wcs -mạng điểm-đếm 

được. Nhờ đó, thu được một số kết quả tương tự cho sự bảo 

tồn không gian này qua s -ánh xạ, đóng (hoặc mở), liên tục 

và toàn ánh. 
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2. Cơ sở lí thuyết và phương pháp nghiên cứu 

2.1. Cơ sở lí thuyết 

Định nghĩa 2.1.1 ([1]). Giả sử : ( , ) ( , )f X Y →  là 

một ánh xạ. Khi đó, 

(1) f  được gọi là s -ánh xạ nếu 
1( )f y−

 khả ly trong 

X  với mọi .y Y  

(2) f  được gọi là ánh xạ giả-mở nếu với mọi y Y  và 

với mọi lân cận mở U  của 
1( )f y−

 trong X  ta có 

Int ( ).y f U  

(3) f  được gọi là ánh xạ mở (tương ứng, đóng) nếu ảnh 

của mỗi tập mở (tương ứng, tập đóng) trong X  là tập mở 

(tương ứng, tập đóng) trong .Y  

Nhận xét 2.1.2. (1) Ánh xạ giả-mở là một toàn ánh.  

(2) Ánh xạ mở hoặc đóng là ánh xạ giả-mở. 

Định nghĩa 2.1.3 ([1]). Giả sử rằng   là một phủ của 

không gian topo ( , ).X   Khi đó, 

(1)   được gọi là 
*cs -mạng của X  nếu với mọi dãy 

{ }nx X  hội tụ đến ,x U    tồn tại dãy con { }
knx  của 

{ }nx  và F   sao cho: 

{ } { : } .
knx x k F U    

(2)   được gọi là 
*wcs -mạng của X  nếu với mọi dãy 
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{ }nx X  hội tụ đến ,x U    tồn tại dãy con { }
knx  của 

{ }nx  và F   sao cho 

{ : } .
knx k F U    

(3)   được gọi là điểm-đếm được của X  nếu với mỗi 

x X  thuộc không quá đếm được phần tử của .  

(4) X  được gọi là không gian Fréchet-Urysohn nếu với 

mọi tập con A X  và với mọi ,x A  tồn tại một dãy 

{ }nx A  sao cho .nx x→  

Nhận xét 2.1.4. Mỗi 
*cs -mạng là 

*wcs -mạng. 

2.2. Phương pháp nghiên cứu 

Nhóm tác giả sử dụng phương pháp nghiên cứu lý 

thuyết trong quá trình thực hiện bài báo. Nghiên cứu các 

bài báo của các tác giả đi trước, bằng cách tương tự hóa, 

khái quát hóa nhằm đưa ra những kết quả mới cho mình. 

3. Kết quả và đánh giá 

3.1. Kết quả 

Định lí 3.1.1. Giả sử rằng ( , ),X   ( , )Y   là hai không 

gian topo Hausdorff, : ( , ) ( , )f X Y →  là một s -ánh xạ, 

giả-mở và liên tục. Khi đó, nếu X  là không gian Fréchet-

Urysohn có *wcs -mạng điểm-đếm được, thì Y cũng là 

Fréchet-Urysohn có *wcs -mạng điểm-đếm được. 

Chứng minh. Giả sử  là *wcs -mạng điểm-đếm được 

của không gian Fréchet-Urysohn .X  Khi đó, 

Khẳng định 1: Y  là không gian Fréchet-Urysohn. 

Giả sử A Y  và .y A  Khi đó, 

(1.1) Tồn tại 1 1( ) ( .)x f f Ay− −   

Thật vậy, giả sử ngược lại rằng 

1 1( ) .( )yf f A− − =  

Khi đó, 

1 1\( ) ( ).f X fy A− −  

Như vậy, 1\ ( )X f A−  là một lân cận mở của 
1( )f y−

 

trong .X  Bởi vì f  là ánh xạ giả-mở nên ( )1 )\ (f X f A−
 

là lân cận của y  trong .Y  Mặt khác, vì y A  nên 

( )1\ .( )Af X f A−    (a) 

Hơn nữa, vì 1 1( ) ( )f fA A− −  nên ta có 

( ) ( )1 1 1 1\ \( ) ( ( ) ,) ) (A A A AX f f X f f− − − −   =  

kéo theo 

( )1 1( .(\ ) )X f fA A− − =  

Suy ra rằng 

( )1\ .( )Af X f A−  =  (b) 

Nhờ các khẳng định (a) và (b) ta suy ra tồn tại 

1 1( ) ( .)x f fy A− −   

(1.2) Bởi vì 1( )x f A−  và X  là một không gian 

Fréchet-Urysohn nên tồn tại dãy 1({ } )nx f A−  sao cho 

.nx x→  Mặt khác, vì f  là ánh xạ liên tục nên 

( ( ) .)nf x f x y→ =  

Hơn nữa, vì { }( )nf x A  nên ta suy ra rằng, tồn tại dãy 

trong A  hội tụ đến y  trong .Y  Do đó, Y  là không gian 

Fréchet-Urysohn. 

Khẳng định 2: Y  có *wcs -mạng điểm-đếm được. 

Bởi vì f  là s -ánh xạ nên với mỗi ,y Y  tồn tại tập 

con đếm được 
yD  trong X  sao cho: 

1( ).yD f y−=  

Ta đặt 

{ : };yD D y Y=   

{ ( ) : }.f P D P =    

Khi đó, 

(2.1) .D X=  

Thật vậy, giả sử ,x X  khi đó tồn tại y Y  sao cho 

1( ).x f y−  Suy ra: 

1( ) ,yx f y D D− =   

kéo theo .X D  Mặt khác, bởi vì D X  nên ta suy ra 

rằng .D X=  

(2.2)   là điểm-đếm được. 

Thật vậy, giả sử rằng ,y Y  khi đó ( )y f P D   khi và 

chỉ khi tồn tại x P D   sao cho ( ),y f x=  khi và chỉ khi 

1( ) ( ) .yP D f y P D− =     

Như vậy, ta có 

 

 

{ : }

( ) : , ( )

( ) : , .y

G y G

f P D P y f P D

f P D P P D

 

=    

=     

 (c) 

Bởi vì  là điểm-đếm được và yD  là tập đếm được 

nên nhờ (c) ta suy ra  :G y   là tập đếm được. Do 

đó,   là điểm-đếm được. 

(2.3)   là *wcs -mạng của .Y  

Thật vậy, giả sử { }ny  là dãy hội tụ đến y U  với U

mở trong .X  Ta có thể giả thiết rằng các phần tử của dãy 

{ }ny  là phân biệt. Đặt: 

{ : }\{ }.nA y n y=   
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Khi đó, A  không là tập đóng trong .Y  Nếu 
1( )f A−

 là 

tập đóng trong ,X  thì 1\ ( )X f A−  là tập mở trong .X  Nhờ 

đẳng thức: 

1 1\ ( ) ( \ )X f A f Y A− −=  

ta suy ra 
1( \ )f Y A−

 là lân cận mở của 
1( )f y−

 trong .X  

Bởi vì f  là ánh xạ giả-mở nên 

( ) ( )1 1Int   ( \ ) ( \ ) \ .y f f Y A f f Y A Y A− −    

Do đó, \Y A  là lân cận của y  trong .Y  Bởi vì ny y→  

nên \ny Y A  với n  nào đó, đây là một mâu thuẫn. 

Như vậy, 
1( )f A−

 không đóng trong .X  

Bởi vì 
1( )f A−

 không là tập đóng trong X  nên tồn tại 

1 1( )  \  ( ).x f A f A− −  (d) 

Hơn nữa, ta có 

1 1( ) ( ) .f A f A D− −=   (e) 

Thật vậy, rõ ràng rằng 

1 1( ) ( ).f A D f A− −   

Bây giờ, giả sử rằng 
1( )x f A−  và W  là một lân cận 

mở của .x  Khi đó, 

1( ) .W f A−   

Suy ra rằng, tồn tại z A  và a W  sao cho ( ),z f a=  

nghĩa là: 

1( ).a W f z−   

Bởi vì 
1( ) zf z D− =  và X  là không gian Fréchet-

Urysohn nên tồn tại dãy { }k zz D  sao cho .kz a→  Mặt 

khác, vì W  mở và a W  nên W  là lân cận của ,a  do đó 

tồn tại 0k   sao cho 
0

.k zz W D   

Hơn nữa, vì 
1 1( ) ( )zD f z f A− −   và zD D  nên 

( )
0

1( ) .k zz W D W f A D−      

Suy ra rằng 

( )1 ,( )W f A D−     

do đó 
1( ) .x f A D−   

Như vậy, (e) thỏa mãn. 

Nhờ (d) và (e) ta suy ra: 

1 1( ) \ ( ).x f A D f A− −   

Bởi vì X  là không gian Fréchet-Urysohn nên tồn tại 

dãy 
1{ )} (kx f A D−   sao cho .kx x→  Nếu { }kx  là  

dãy tầm thường, nghĩa là tồn tại 0k   sao cho kx x=  

với mọi 0 ,k k  thì 
0

1( ),kx x f A−=   đây là một mâu 

thuẫn. Như vậy, { }kx  là một dãy không tầm thường. Hơn 

nữa, ta có: 

•  Với 1 1,k =  tồn tại 
1k

ny A  sao cho 

1

1
1 )( .nx f y D−   

•  Tồn tại 
22 , kk n   sao cho 2 1,k k  

2 1k kn n  và 

2

1

1 ‍ )( ,
k j

k

k n

j n

x f y−



  

2 2

1( ).
kk nx f y−  

Thật vậy, giả sử ngược lại rằng 

1

1 ‍ )(
k j

k

k n

j n

x f y−



  với mọi 1.k k  

Khi đó, vì { }kx  là dãy không tầm thường nên tồn tại 

10 kn n  và dãy con { }
jkx  của { }kx  sao cho: 

0

1} ).{ (
jk nx f y−  

Mặt khác, vì f là ánh xạ liên tục và X  là không gian 

Hausdorff nên 
0

1 )( nf y−  đóng trong .X  Do đó, 

0

1 1)( ( ),nx f y f A− −   

đây là một mâu thuẫn. Như vậy, tồn tại 2k   sao cho: 

2

1

1 ‍ )( .
k j

k

k n

j n

x f y−



  

Do đó, tồn tại 
2kn   sao cho 

2 1k kn n  và 

2 2

1( ).
kk nx f y−  

•  Bằng quy nạp, ta tìm được dãy con { }
jkx  của { }kx  

và dãy con { }
k j

ny  của { }ny  sao cho: 

1( )
j k j

k nx f y−  với mọi .j  

Bởi vì  là 
*wcs -mạng của X  nên tồn tại P  và 

dãy con { }
jl

kx  của { }
jkx  sao cho 

1{ : } ( ).
jl

kx l P f U−    

Điều này suy ra rằng 

( )1{ : } ( ) ( ) .
ki j

ny l f P f f U U−     

Do đó,   là 
*wcs -mạng của .Y  

Như vậy, Y  là một không gian Fréchet-Urysohn có 
*wcs -mạng điểm-đếm được. 

Nhờ Định lí 3.1.1 và Nhận xét 2.1.2 ta thu được Hệ quả sau. 

Hệ quả 3.1.2. Giả sử ( , ),X  ( , )Y   là hai không gian 

topo Hausdorff, : ( , ) ( , )f X Y →  là một s -ánh xạ, 

đóng (hoặc mở), liên tục và toàn ánh. Khi đó, nếu X  là 

không gian Fréchet-Urysohn có *wcs -mạng điểm-đếm 

được, thì Y cũng là Fréchet-Urysohn có *wcs -mạng 

điểm-đếm được. 
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3.2. Đánh giá 

Các kết quả mới trong bài báo được thể hiện ở Định lí 

3.1.1, Hệ quả 3.1.2. Trong đó: 

- Định lí 3.1.1 là sự bảo tồn của Fréchet-Urysohn có 

*wcs -mạng điểm-đếm được thông qua s -ánh xạ, giả-mở 

và liên tục. Nhờ Nhận xét 2.1.4 ta suy ra rằng, kết quả này 

là một câu trả lời riêng cho Bài toán 1. 

- Hệ quả 3.1.2 là sự bảo tồn của Fréchet-Urysohn có 

*wcs -mạng điểm-đếm được thông qua s -ánh xạ, mở 

(hoặc đóng), liên tục và toàn ánh. 

4. Kết luận 

Bài báo đã nghiên cứu về sự bảo tồn của một số tính 

chất topo thông qua các ánh xạ. Nhờ đó, nhóm tác giả đã 

chứng minh được các kết quả mới rằng, không gian 

Fréchet-Urysohn có *wcs -mạng điểm-đếm được là bảo 

tồn qua các ánh xạ sau: 

(1) s -ánh xạ, giả-mở và liên tục. 

(2) s -ánh xạ, đóng (hoặc mở), liên tục và toàn ánh. 

Với kết quả nghiên cứu này, nhóm tác giả đã thu được 

câu trả lời riêng cho bài toán được đặt ra bởi Gruenhage, 

Michael và Tanaka [2]. Những kết quả này đã góp phần 

làm phong phú cho lĩnh vực nghiên cứu lý thuyết mạng, lý 

thuyết k-mạng trong topo đại cương. 
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