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Tóm tắt - Gần đây, lớp hàm liên tục giữa các siêu không gian đã 
được nghiên cứu bởi nhiều tác giả (xem [1-9]). Các nhà nghiên 
cứu đã tập trung vào việc phân tích các tính chất quan trọng của 
hàm liên tục và mối quan hệ giữa một ánh xạ :f X Y→  và ánh 
xạ cảm sinh tương ứng : ( ) ( )n n nf X Y→   trên siêu không gian 
tích đối xứng cấp n. Trong bài báo này, nhóm tác giả chứng minh 
rằng: f ∈  có thể được suy ra từ nf ∈  nếu   là các lớp 
hàm liên tục như: mở, nửa mở, đóng, giả-mở. Nhóm tác giả cũng 
tìm ra các điều kiện cần và đủ để f ∈  suy ra nf ∈  cho các 
lớp hàm liên tục khác, chẳng hạn như: mở, mở cảm sinh, nửa mở. 
Thêm vào đó, nhóm tác giả xem xét sự ảnh hưởng của các biến 
đổi này trong cấu trúc của siêu không gian và sự liên kết giữa các 
ánh xạ liên tục. 

 Abstract - Recently, the class of continuous functions between 
hyperspaces has been extensively studied by many authors (see [1-
9]). Researchers have focused on analyzing important properties of 
continuous functions and the relationship between a mapping 

:f X Y→  and its corresponding induced mapping 
: ( ) ( )n n nf X Y→   on the n -th symmetric product hyperspace. 

In this paper, we prove that f ∈  can be derived from nf ∈  
if   represents classes of continuous functions such as open, 
semi-open, closed, and quasi-open functions. We also identify the 
necessary and sufficient conditions under which f ∈  implies 

nf ∈  for other classes of continuous functions, such as open, 
induced open, and semi-open functions. Additionally, we examine 
the impact of these transformations on the mathematical structure 
of hyperspaces and the connection between continuous mappings. 

Từ khóa - Ánh xạ cảm sinh; ánh xạ mở; ánh xạ nửa mở; ánh xạ 
đóng; ánh xạ giả-mở. 

 Key words - Induced mapping; open mapping; semi-open 
mapping; closed mapping; pseudo-open mapping. 

 
1. Giới thiệu 

Giả sử X  là một không gian Hausdorff được trang bị 
topo Vietoris và * ,n∈  siêu không gian gồm tất cả các 
tập con khác rỗng của X  có không quá n  phần tử được 
gọi là tích đối xứng cấp n  và được kí hiệu là ( ).n X  Việc 
nghiên cứu siêu không gian ( )n X  có thể cung cấp thông 
tin về tính chất của không gian nền và ngược lại.  

Mỗi hàm số liên tục giữa các không gian Hausdorff 
:f X Y→  cảm sinh nên một hàm liên tục 

: ( ) ( )n n nf X Y→   

được xác định bởi công thức  
( ) { ( ) : }nf A f a a A= ∈ ([10]). 

Bây giờ, giả sử   là lớp các hàm liên tục giữa các 
không gian topo. Khi đó, nhóm tác giả sẽ cố gắng tìm các 
mối quan hệ có thể có giữa hai điều kiện sau: 

 (a) ,f ∈  và 

 (b) .nf ∈  

Vấn đề này đã thu hút không ít sự quan tâm của các tác 
giả trong và ngoài nước, đặc biệt là đối với lớp các hàm 
liên tục giữa các không gian mêtric compact liên thông 
không rỗng (xem [1-9]). Mục đích của bài báo này là nghiên 
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cứu mối quan hệ giữa các phát biểu (a) và (b) khi   là 
mỗi một trong các lớp sau của các hàm liên tục: mở, mở 
cảm sinh, nửa mở, đóng và giả-mở. 

Cụ thể hơn, nhóm tác giả sẽ chứng minh rằng (a) được suy 
ra từ (b) cho các lớp hàm liên tục: mở, nửa mở, đóng, giả-mở. 
Ngoài ra, nhóm tác giả cũng sẽ tìm ra các điều kiện mà (a) suy 
ra (b) cho các lớp hàm liên tục: mở, mở cảm sinh, nửa mở. 

Trong suốt bài báo này, nhóm tác giả quy ước rằng tất 
cả các không gian là không gian Hausdorff và các ánh xạ 
là liên tục giữa các không gian topo. Các khái niệm và thuật 
ngữ khác, nếu không nói gì thêm, thì được hiểu theo nghĩa 
thông thường. Hơn nữa, nhóm tác giả sử dụng ký hiệu C  

để chỉ lực lượng của tập hợp C  và [ ]C ω<  để chỉ họ gồm 
tất cả các tập con hữu hạn của .C  Ngoài ra, nếu X  là một 
không gian, thì tập hợp tất cả các tập con mở của X  được 
ký hiệu là ,Xτ  phần trong của A X⊂  được kí hiệu là 
Int ,X A  và bao đóng của A X⊂  được kí hiệu là Cl .X A  
Cuối cùng, với một họ các tập con nào đó   của X  và 
một hàm : ,f X Y→  khi đó ta ký hiệu 

{ : };U U= ∈    

[ ] { ( ) : },f f U U= ∈   

và tập giá trị của f  được kí hiệu là ran( ).f  
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2. Cơ sở lí thuyết 
Giả sử X là một không gian. Ta đặt 

(1) {( ) :XX AA  đóng và khác rỗng};  

(2) 2 ( :{ )X CL X AA  compact};  

(3) ( ) };2{ :n
XAX nA     

Ngoài ra, nếu U  là một tập con của không gian ,X  thì 
ta kí hiệu  

{ ( ) : };U A X A U+ = ∈ ⊂   

{ ( ) : }.U A X A U− = ∈ ∩ ≠ ∅  

Hơn nữa, nếu   là họ gồm các tập con hữu hạn của không 
gian ,X  thì 

( ) .
U

U
+ −

∈

〈 〉 = ∩
 



   

Nhận xét 2.1 ([10]). ( )X  với topo được định nghĩa 
bởi topo Vietoris với cơ sở:  

[ ]{ }: X
ωτ <〈 〉 ∈   

được gọi là topo Vietoris. Như vậy, ( )n X  được xem như 
là không gian con của ( )X  và được gọi là tích đối xứng 
cấp n  của X . Đặc biệt, cơ sở tương ứng với topo của 

( )n X  là họ gồm tất cả các tập hợp có dạng 

( )n n X〈 〉 = 〈 〉 ∩   , với [ ] .X
ωτ <∈  

Nhận xét 2.2 ([10]).  V là tập mở (đóng) trong không 
gian X  khi và chỉ khi V +  và V −  mở (đóng) trong siêu 
không gian ( ),X  và vì thế, V  mở (đóng) trong X  khi 
và chỉ khi ( )n nV V X+ += ∩  và ( )n nV V X− −= ∩  mở 
(đóng) trong siêu không gian ( ).n X  

Định nghĩa 2.3. Một họ được gọi là có tính chất γ  
trong không gian topo X  là họ các tập con mở không rỗng 
đôi một rời nhau của .X  Tập gồm tất cả các họ có tính chất 
γ  của X  được kí hiệu là ( )XC  và tập gồm tất cả các phần 
tử của ( )XC  có không quá n  phần tử được kí hiệu là 

( ).n XC   

Nhận xét 2.4. Với một tập con hữu hạn G  của không 
gian X , tồn tại một họ ( )X∈ C  sao cho G ⊂   và 
| | 1U G∩ =  với mọi .U ∈  

Chứng minh. Giả sử 1 2, , ,{ }nx xG x…=  là một tập con 
hữu hạn của .X  Khi đó, với mỗi ,ix G∈  bởi vì X  là 
không gian Hausdorff, nên tồn tại iU  sao cho  

i i Xx U τ∈ ∈  và j ix U∈/  với mọi .j i≠  

Ta đặt họ { 1, }.:i iU n==  

Khi đó, dễ thấy rằng, ( ),X∈ C  G ⊂   và i iU G x∩ =  
với mỗi .iU ∈  

Định nghĩa 2.5. Giả sử X  và Y  là các không gian và 

:f X Y→  là một ánh xạ. Khi đó,  

(1) f  được gọi là ánh xạ mở nếu 

{ }( : ;) X Yf U U τ τ∈ ⊂  

(2) f  được gọi là ánh xạ mở cảm sinh nếu tồn tại một 

không gian con Z  của X  sao cho ( )f Z Y=  và Zf  

là ánh xạ mở; 
(3) f  được gọi là ánh xạ nửa mở nếu Int ( )Y f U  là không 

rỗng với mỗi \{ };XU τ∈ ∅  
(4) f  được gọi là ánh xạ đóng  nếu 

{ ( ) : ( )} ( );f A A X Y∈ ⊂   
(5) f  được gọi là ánh xạ giả-mở nếu với mọi y Y∈  và 

với mọi lân cận mở U  của 1( )f y− , ta có 
Int ( );Yy f U∈  

Định nghĩa 2.6. Hàm chọn (choice function) của một 
họ các tập hợp   là một hàm c  sao cho với mỗi tập 

A∈ , ( ) .c A A∈  
Bổ đề 2.7 ([10]). Nếu   và   là các họ con của một 

không gian X  sao cho ⊂    và với mỗi V ∈  tồn 
tại VU ∈  sao cho ,VU V⊂  thì .n n〈 〉 ⊂ 〈 〉   

3. Kết quả chính 
Một lớp ánh xạ   được bảo toàn bởi sự tương ứng 

nf f→  nếu điều kiện f ∈  kéo theo nf ∈  và lớp 
  bị đảo ngược bởi sự tương ứng nf f→  nếu điều kiện 
f ∈  được suy ra từ .nf ∈  Trong phần này, nhóm tác 

giả sẽ phân tích các lớp ánh xạ được đề cập trong phần giới 
thiệu được bảo toàn hoặc bị đảo ngược bởi sự tương ứng 

nf f→ . 

Bổ đề 3.1. Giả sử X  là một không gian, ( )nA X∈  
và U  là một tập mở trong ( )n X  sao cho A∈ U.  Khi 
đó, tồn tại ( )n X∈ C  sao cho  

A∈〈 〉 ⊂ U   

và | | 1A U∩ =  với mỗi .U ∈  

Chứng minh. Giả sử [ ]X
ωτ <∈  sao cho 

nA∈〈 〉 ⊂ U  
và theo Nhận xét 2.4, ta xét họ  

{ }: ( )aW a A X∈ ∈C  

sao cho ,aa W∈  A ⊂   và | | 1aA W∩ =  với mọi .a A∈  
Khi đó, với mỗi ,a A∈  ta đặt 

( ){ : } ;a aU V a V W= ∈ ∈ ∩   

{ }: .aU a A= ∈  

Dễ thấy rằng ( ).n X∈ C  Bây giờ, ta sẽ chứng minh   
thỏa yêu cầu đề ra. Thật vậy, ta có  

| | { } 1aA U a∩ = =  với mọi U ∈, 
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 ,nA∈〈 〉  ⊂     

và nếu ,a A V∈ ∩  thì .aU V⊂  Do đó, theo Bổ đề 2.7, ta 
suy ra: .n nA∈〈 〉 ⊂ 〈 〉    

Như vậy, bổ đề được chứng minh. 
Bổ đề 3.2. Nếu   là một họ con không rỗng của X  

có nhiều nhất n  phần tử, thì  

( )1 .( ) [ ] [ ]n n n nY f f f∩〈 〉 ⊂ 〈 〉 ⊂ 〈 〉     

Chứng minh.  Ta có 
( ) [ ] :• n n nf f〈 〉 ⊂ 〈 〉    

Giả sử ,nA∈〈 〉  khi đó A ⊂   kéo theo 

( ) [ ].f A ⊂    

Suy ra ( )( ) [ ] .f A +∈    Mặt khác, với mỗi ,U ∈  vì 
U A∩ ≠ ∅  nên ( ) ( ) .f U f A∩ ≠ ∅  

Do đó, { }( ) ( ) : .f A f U U−∈ ∈   

Bởi vậy, ( ) [ ] .nf A f∈〈 〉  

( )1• ( ) [ ] :n n nY f f∩〈 〉 ⊂ 〈 〉     

Xét { } [ ,] ny f∈〈 〉  khi đó ( )y f U∈  với mọi .U ∈ 
Giả sử c  là một hàm chọn của họ  

{ }1( ) : .f y U U− ∩ ∈  

Ta đặt ran( ),A c=  khi đó nA∈〈 〉  và ( ) { }.nf A y=  
Do vậy, ( ){ } .n ny f∈ 〈 〉   

Bổ đề 3.3. Nếu U  là một tập không rỗng của X , thì 

( ) ) .(n n nf U f U+ +=  

Chứng minh. Theo Bổ đề 3.2, ta có   

( ) ) .(n n nf U f U+ +⊂  

Bây giờ, ta sẽ chứng minh  

( )( ) .n n nf U f U+ +⊂  

Thật vậy, giả sử ( .)nB f U +∈  Ta gọi c  là một hàm chọn 

của họ { }1({ }) : ,U f b b B−∩ ∈
 

và đặt ran( ).A c=  Khi đó,  ,nA U +∈  ( ) .nf A B=  

Bởi vậy, ( ) ,n nB f U +∈  do đó bổ đề được chứng minh. 

Bổ đề 3.4. Giả sử 2 ( ).X∈ C  Khi đó,   

( )2 2 2.[ ]f f〈 〉 = 〈 〉   

Chứng minh. Ta xét hai trường hợp sau: 
Trường hợp 1: Nếu 1,=  thì theo Bổ đề 3.3 ta suy 

ra điều phải chứng minh. 
Trường hợp 2: Nếu 2,=  thì bởi Bổ đề 3.2, ta chỉ 

cần chứng minh rằng ( )2 2 2[ ] .f f〈 〉 ⊂ 〈 〉   

Thật vậy, giả sử 2[ ] .B f∈〈 〉  Khi đó, [ ]B f⊂    và 
( )B f W∩ ≠ ∅  với mọi .W ∈  

Bây giờ, giả sử c  là một hàm chọn của họ 

{ }1( ) :f B W W− ∩ ∈
 

và ran( ),A c=  khi đó 2 ,A∈〈 〉  2 ( ) .f A B=  

Điều này chứng tỏ rằng ( )2 2 ,fB∈ 〈 〉  do đó ta thu được 
điều phải chứng minh.  

Định lí 3.5. Nếu nf  là ánh xạ mở, thì f  là ánh xạ mở. 

Chứng minh. Giả sử ,XU τ∈  khi đó nhờ Bổ đề 3.3, ta 

suy ra ( ) ) .(n n nf U f U+ +=  Ngoài ra, do nU +  là một tập mở 

trong ( )n X  và nf  là ánh xạ mở nên ( )nnf U +  là một tập 

mở trong ( ).n Y  Suy ra ( )nf U +  cũng là một tập mở của 

( ).n Y  Điều này chứng tỏ rằng ( )f U  là một tập mở của 
,Y  và do đó ta có điều phải chứng minh. 

Định lí 3.6. f  là ánh xạ mở khi và chỉ khi 2f  là ánh 
xạ mở. 

Chứng minh. Điều kiện cần: Giả sử f  là ánh xạ mở và 

2 ( ).X∈ C  Khi đó, theo Bổ đề 3.4, ta có 

( )2 2 2.[ ]f f〈 〉 = 〈 〉   

Ngoài ra, do f  là ánh xạ mở nên ( )2 2f 〈 〉  là một tập mở 
của 2 ( ).Y  Nhờ Bổ đề 3.1 ta suy ra rằng 2f  là ánh xạ mở. 

Điều kiện đủ: Suy trực tiếp từ Định lí 3.5. 
Định lí 3.7. Nếu f  là ánh xạ mở cảm sinh, thì 2f  là 

ánh xạ mở cảm sinh. 
Chứng minh. Giả sử Z  là một không gian con của X  

sao cho ( )f Z Y=  và Zf  là ánh xạ mở. Ta cần chứng minh 
rằng 

2
2 ( )Zf 

 là ánh xạ mở.  

Thật vậy, giả sử 2 ( ).B Y∈  Ta gọi c  là một hàm chọn 
của họ  

{ }1( ) : .f b Z b B− ∩ ∈
 

Khi đó, 2ran( ) ( ),A c Z= ∈  2 ( ) .f A B=  

Suy ra ( )2 2 2( ) ( ),f Z Y=   kéo theo 

( )
2

2 ( ) 2
.Z Zf f=  

Nhờ Định lí 3.6 ta thu được điều phải chứng minh. 
Định lí 3.8. Nếu nf  là nửa mở, thì f  là nửa mở. 

Chứng minh. Giả sử B  là một tập con trù mật của Y  
và U  là một tập mở không rỗng của .X  Khi đó, nB+  là 

một tập con trù mật của ( ).n Y  Suy ra ( )1
n nf B− +  là  tập 

con trù mật của ( ).n X  Bởi vì nU +  là một tập mở không 

rỗng của ( )n X  nên tồn tại  ( )1 .n n nA U f B+ − +∈ ∩  
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Điều này chứng tỏ rằng A U⊂  và ( ) ,f A B⊂  kéo theo  
1( ).A U f B−⊂ ∩  

Bởi vậy, 1( )f B−  là một tập trù mật của ,X  và do đó ta có 
điều phải chứng minh.  

Kết quả tiếp theo cho thấy rằng lớp các ánh xạ nửa mở 
được bảo toàn và đảo ngược bởi sự tương ứng 2.f f→  

Định lí 3.9. f  là nửa mở nếu và chỉ nếu 2f  là nửa mở. 

Chứng minh. Điều kiện cần: Giả sử rằng f  là nửa mở 
và 2 ( ).X∈ C  Theo Bổ đề 3.4, ta suy ra 

( )2 2 2.[ ]f f〈 〉 = 〈 〉   

Ngoài ra, vì Int ( )Y f W ≠ ∅  với mọi W ∈  nên theo Bổ 
đề 2.7 ta suy ra 

{ } 2
Int ( ) :Y f W W ∈  

là một tập mở không rỗng của 2 ( )X  chứa trong 
( )2 2f 〈 〉 . Cuối cùng, theo Bổ đề 3.1, 2f  là nửa mở. 

Điều kiện đủ: Suy trực tiếp từ Định lí 3.8. 
Định lí 3.10. Nếu nf  là ánh xạ đóng, thì f  là ánh xạ đóng. 

Chứng minh. Giả sử A  là một tập đóng trong X  và 
Cl ( ( )).Xy f A∈  Khi đó, nA+  là một tập đóng trong siêu 

không gian ( ).n X   
Bây giờ, ta sẽ chứng minh  

( )( ){ } Cl .
n Y n ny f A+∈   

Thật vậy, giả sử ( )n YU τ∈   sao cho { } .y U∈  Theo Bổ đề 

3.1, tồn tại YU τ∈  sao cho  

{ } .ny U U+∈ ⊂  

Do vậy, .y U∈  Kết hợp với Cl ( ( ))Xy f A∈  ta được 

( ) .U f A∩ ≠ ∅  

Tiếp theo, chọn a A∈  sao cho ( ) .f a U∈  Để ý rằng 

{ } na A+∈  và ({ }) ,n nf a U U+∈ ⊂ do đó ta suy ra: 

( )U ,n nf A+∩ ≠ ∅   

( )( ){ } Cl .
n Y n ny f A+∈   

Bởi vì nf  là ánh xạ đóng và nA+  là một tập đóng trong 

( ),n X  ( ){ } n ny f A+∈  nên tồn tại nB A+∈  sao cho 

( ) { }.nf B y=  

Điều này có nghĩa là nếu ,b B∈  thì b A∈  và ( ) .f b y=  Do 
vậy, ( )y f A∈  và ( )f A  là một tập đóng trong .Y  

Định lí 3.11. Nếu nf  là ánh xạ giả-mở, thì f  là ánh 
xạ giả-mở. 

Chứng minh. Giả sử y Y∈  và U là lân cận mở của 

( )1 .f y−  Theo Bổ đề 3.2, ta có  

{ }( ) ( )( )1 1 .n nn
f y f y U

+− − += ⊂  

Do đó, { } ( ) ( )Int .
n n nYy f U +∈   

Theo Bổ đề 3.1, tồn tại YV τ∈  sao cho  

{ }y ∈  ( ) ,n n nV f U+ +⊂  

do đó .y V∈  

Tiếp theo, ta sẽ chứng minh ( ).V f U⊂  Thật vậy, giả 

sử .t V∈  Khi đó, tồn tại nA U +∈  sao cho  

( ) { }.nf A t=  
Như vậy, nếu ,a A∈  thì a U∈  và ( ) ( ).t f fa U= ∈  

Bởi thế, ta suy ra: ( ) ,y V f U∈ ⊂  

do đó ( )Int .Yy f U∈  Điều này chứng tỏ rằng f  là ánh xạ 
giả - mở. 

4. Kết luận 
Trong bài báo này, nhóm tác giả tìm ra được một số lớp 

các hàm được bảo toàn bởi sự tương ứng 2 ,f f→  và được 
thể hiện trong Định lí 3.6, 3.7, 3.9. Ngoài ra, nhóm tác giả 
cũng chứng minh rằng: f ∈  được suy ra từ nf ∈  
nếu   là các lớp hàm liên tục: mở, nửa mở, đóng, giả-mở, 
được thể hiện trong Định lí 3.5, 3.8, 3.10 3.11.    

Lời cảm ơn: Nghiên cứu này được tài trợ bởi Chương trình 
học bổng đào tạo thạc sĩ, tiến sĩ trong nước của Quỹ Đổi mới 
sáng tạo Vingroup (VINIF), mã số VINIF.2023.ThS.121. 
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