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TOM TAT

Bai toan tim dwdng di ngén nhat 1a van dé quan trong trong ly thuyét dé thi, n6 da dwoc
nghién ctru tlr 1au va cé nhiéu rng dung trong nhiéu nganh khoa hoc néi chung va khoa hoc
may tinh néi riéng. Nhiéu giai thuat (Dijkstra, Bellman-Ford, Floyd...) d& dwoc phat trién dé tim
dwéng di ngan nhat cho moét cap dinh hay cho tat ca cac cap dinh. Bai viét nay nghién ctu bai
toan tim dwéng di ngan nhét gitra hai tap dinh trén db thi va dé xuat mot giai thuat hiéu qua
dé giai bai toan nay.Giai thuat dwoc cai dat trong ngdn nglr C# va cho két qua thtr nghiém
kha quan.

ABSTRACT

The shortest-path problem is an important isue in graph theory. It has been studied for a long
time and found diverse applications in various fields. Some algorithms (e.g. Dijkstra, Bellman-
Ford, Floyd...) have been designed for solving a single source shortest-path or all pair
shortest-path problems. This paper treats the problem of finding shortest paths from a set of
nodes to another set of nodes in a graph and presents algorithms for solving this problem.
These algorithms have been programmed on the C* language with satisfactory resullts.

MO PAU

Bai toan tim dudng di ngin nhat 12 bai toan quan trong trong Ly thuyét do thi, né duoc ap
dung dé gidi quyét rat nhi€u bai todn trong thyc t€ nhu diéu khién t61 vu, giao thong van tai,
mang vién thong ...

Bai todn nay c6 thé chia lam 2 loai:

Tim dwong di ngin nhét giira mdt cip dinh: Cho d6 thi G(V,E) c6 trong sb canh va hai
dinh u, v thugc V tim duong di ngan nhat tr dinh u dén dinh v trén d6 thi G. Cac giai thuat
duoc phat trién dé giai bai toan dang nay tiéu bi€u la cac giai thuat: Dijkstra, Bellman-Ford,...

Tim duwong di ngian nhét giira tat ca cac cip dinh: Cho d6 thi G(V,E) ¢6 trong sd canh
tim dug‘mg di tir dinh U dén dinh v, v&1 moi cdp dinh u, v thudc V. Cac gidi thuat da dugc phat
trién dé giai bai toan nay la: Floyd-Warshall, Johnson,...

Trong thyc té nhidu khi ta khong chi can tim duong di ngan nhat giita hai dinh ma con
can xac dinh duong di ngin nhat gitta mot tap dinh nay dén mot tap dinh khac. Bai toan d6
dugc phat biéu nhu sauw: Cho do thi G(V,E) c6 trong s6 canh va hai tap dinh
AB c V tim dwong di ngdn nhat tir tdp dinh A dén tdp dinh B.

Bai viét nay nghién ctru bai toan tim duong di ngan nhat giira hai tip dinh trén do thi va
dé xuat mot s giai thuat hiéu qua dé giai bai toan.



NOI DUNG
1. Tim dwong di ngin nhit giira mét cip dinh
1.1. Dinh nghia

Xét gié thi cc} trong sO canh G = (V,E,w), v&i ham trong so W:E— R 1a anh xa tir tdp cac
canh E dén tap so thuc R.
Dinh nghia 1.1. Duong di p tir dinh u dén dinh v 1 ddy céc canh néi tiép nhau bat dau tir dinh
u keét thuc tai dinh v. BPuong di p tir u dén v dugc biéu dién nhu sau: p=(U=Vo,V1...,"=V)

Pinh nghia 1.2. PJ dadi ciia dwong di p = (Vo,V1,...,Vk ), ky hiéu a(p), 13 téng cac trong sb cla
cac canh trén duong di:

K
a(p) = ZW(Vi—l Vi)

Pinh nghia 1.3. Goi (u,v) 1a tap tat ca duong di tir u dén v. Dg dai dwong di ngan nhat tix
dinh u dén dinh v duoc xac dinh boi:

d(u,v) = min{w(p) | p ep(u,v)}

Pinh nghia 1.4. Puong di ngan nhit pyin(u,v) tir dinh u dén dinh v 13 dudng di c6 do dai
d(u,v) .

1.2. Gidi thudt Dijkstra

C6 réat nhidu giai thuat da duoc phat trién dé giai bai toan tim duong di ngin nhat giira
mot cip dinh, trong khudn kho bai viét nay ching toi chi xin gioi thiu giai thuat Dijkstra.
Giai thuét Dijkstra la mot giai thuat dé giai bai toan duong di ngan nhat nguon don trén mot
db thi c6 trong s6 canh ma tat ca cac trong sd déu khong am. N6 xéac dinh dudng di ngan nhat
gifta hai dinh cho trude, tir dinh a dén dinh b.

O mbi dinh v, giai thuat Dijkstra xac dinh 3 thong tin: k, dy va py.
ky: mang gia tri boolean xac dinh trang thai dugc chon cta dinh v.
Ban dau ta khoi tao tat ca cac dinh v chua duoc chon, nghia la:

ky = false, v'v e V.
dy: 1a chiéu dai duong di ma ta tim thay cho dén thoi diém dang xét tir a dén v.

Khoi tao, dy = o, Vv € V \{a}, d, = 0. ) ’ ’ ’ ) )
py: 1a dinh trudce cua dinh v trén duong di ngan nhat tir a dén b. Puong di ngan nhat tir a dén b
c6 dang {a,...,py,V,...,b}. Khai tao, p, = null, Vve V.

Sau day la cac budc cua giai thuat Dijkstra:

B1l. Khoai tao: Dat ky:=false Vv e V; dy:= oo, Vv € V \ {a}, d,:=0.

B2. Chonv € Vsao cho k, = false vad, =min {d;/teV, k; = false}
Néu d, = oo thi két thiic, khong ton tai duong di tir a dén b.

B3.  Danh diu dinh v, k.= true.

B4.  Néuv = b thi két thiic va dy1a d6 dai dudng di ngan nhat tir a dén b.
Nguoc lai néu v #b sang B5.

B5.  Véi mdi dinh u ké v6i v ma k, = false, kiém tra

Néu d, > d, + w(v,u) thi dy:= dy + w(v,u)

Ghi nh¢ dinh v: py:=v.

Quay lai B2.




1.3. D¢ phure tap cua giai thudt Dijkstra

a) Truong hop sir dung ma trin ké

Goi f(n) 12 s6 1an giai thuat Dijkstra khao sat mot canh cua d thi G trong truong hop xau
nhit. Khi d6 ta c6:

f(n) < O(IV[?)

Chirng minh: Cho n = |V|, B5 la vong lap chira cac budc B2 — B5, vong lap dugc thuc
hién dén khi v = b.Vi & mdi vong lap ta riit ra mot dinh ciia V va khéi dau V ¢6 n phan tir, nén
vong lap duoc xtr Iy nhiéu nhat 1a n an.

O B2 s6 dinh t6i da dugc khao sat 1a n - 1 dinh

O B5 s dinh ké tbi da duoc khao sat 1a n -1 dinh

Do d6: f(n) <2(n-1)n < O(|V])

Vay d0 phire tap cua giai thuat Dijkstra 1a O(|V[?).

b) Truwdong hop sir dung danh sich ké
Do phure tap cua giai thuat Dijkstra 1a O((|V| + |E|)Ig|V)).
(Xem [2] - trang 530-531. Pinh 1y 25.11)

1.4. Dinh ly
Giai thuat Dijkstra la ding.
(Xem [2] - trang 529-530. Dinh ly 25.10)

2. Giai thuat tim dwong di ngin nhat giira hai tap dinh
2.1. Dinh nghia ’ N

Xét do thi c6 trong s6 canh G=(V,E,w) vai cac tap dinh A, B 1a cac tap con khac rong cia
V.

Dinh nghia 2.1 Goi ¢ (A,B) la tap hop duong di gilta tat ca cac cap dinh cua hai tap dinh A va
B. Puong di ngan nhat gitra hai tap dinh A va B, ky hiéu pmin(A,B), 1a duong di c6 d6 dai:
o(pmin(A,B)) = min{w(p) | p ep(A, B)}
a)(pm.n(A B)) g01 la khoang cdch gitra hai tap dinh A va B va ky hiéu la d(A,B).
Luu y rang, néu A N B # &, thi d(A,B) = 0.

2.2. Gidai thudt
Cho d6 thi G(V,E,w). Cho
A la tap cac dinh nguon.
B 1a tap cac dinh dich.
Ki hi¢u:
A 1a duong di ngin nhét tir A dén B tai thoi diém dang xét.
d(A) 13 d6 dai dudng di ngin nhat tir A dén B tai thoi diém dang xét.
a=|Al, g =B|
Pé tim duong di ngin nhat giira hai tap dinh A, B chung ta c¢6 thé thyuc hién giai thuat
sau:

Giai thuat 1 (Stir dung dinh nghia)

Piu vao: G(V,E) va 2 tap dinh A, Bc V
Piu ra: acA, beB, sao cho d(A,B) = d(a,b) nhé nhét, va pmin(A,B) = Pmin(a,b)
B1.  Tasap xép cac phén tir ctia tich Dé-cac AxB theo thir ty nao do
AxB = {(u1,v1),(uz,v2), ..., (U, Vi) }
Dit ¥:= AxB, A = &, d(A) =+




B2. Chon (u;,vi)e¥ c6 chi s6 i nho nht. bat (u,v)=(u;,vj)
B3. Tim duong di ngén nhét Pmin(U,V)
Néu d(u,v)<d(A), thi dat d(A)= d(u,v), A = Pmin(u,V)
Y=¥-{(uv)}
B4, Néu¥ =, thi quay vé B2
Néu ¥ = &, thi két thiic, pnin(A,B) = A, d(A,B) = d(A)

O giai thuat nay, dé tim dugc duong di ngan nhit giira hai tip dinh ta phai tim duong di
ngan nhét giita a.f cap dinh, & ddy o = |A] va S = |B|. Trong thyuc t& khi ma dd thi G c6 sd
luong dinh 16n va néu cac tap dinh ngudn va tap dinh dich c6 nhiéu dinh thi d6 phirc tap cta
giai thuat nay 1a «.B.O0(|V[?) (O day giai thuat dé tim duong di ngén nhat gitta hai cap dinh &
B3 1a giai thuat Dijkstra v6i do phice tap O(|V[?)).

Khai niém Cay dwong di ngin nhit

Cay dwong di ngdn nhdt Tg=(V(a),E’) 12 d6 thi con ¢6 huéng ctia G sao cho:

1. V(g 1a tap hop céac dinh dugc danh dau trong giai thuat tim duong di ngan nhét tir dinh

a.
) V(a) = {V eV | ky = true}

2. T(a) 1a cdy c6 goc a.

3. VWeV(a), duong di tir a dén v trong T(a) 1a duong di ngan nhat tir a dén v trong G.

T@ = (V@,E) goi la cdy duwong di ngan nhdt cwe dai néu né 1a cay dudng di ngin nhat
thoa:

V(a) =V

hoac V-V ={veV]d@y) = o}

Véi khai niém cay duong di ngan nhét ta c6 thé dua ra mot giai thuat khac hiéu qua hon
giai thuat 1:
Giai thuat 2

Piu vao: G(V,E) va 2 tap dinh A, Bc V
Piu ra: acA, beB, sao cho d(A,B) = d(a,b) nhé nhat, va pmin(A,B) = Pmin(a,b)
B1. Ta sap xép cac phan tir caa A theo th tu nao dé
A= {Ul,Uz,...,Uk}
Dit A=A, A=D, d(A) = +oo
B2.  Chon ujed’ c6 chi s i nho nhét. Pat u = ui.
B3.  Tim cay duong di ngan nhét T,)(V(,E’) cho dén khi V() N B # @ hodc T, cuc dai
(V’(u) NB= @)
Néu VB =, thi
Chon V= V(u) N B
Xéc dinh duong di ngan nhét Pmin(U,V)
Néu d(u,v) < d(A), thi dat d(A) = d(u,v), A= Pmin(u,V)
Sang B4.
Néu T 1a cuc dai, thi sang B4
B4 A4'=4"-{u}
Néu A’ # &, thi quay vé B2.
Néu 4’ = &, thi két thiic, pmin(A,B) = A, d(A,B) = d(A)

D0 phuc tap ctua gidi thuat nay la a.O(|V|2). Cubi cung chung toi xin dé& xuat mot giai
thuat khac hiéu qua hon.



Giai thuat 3

Piu vao: G(V,E) va2 tip dinh A, Bc V
Diu ra: acA, beB, sao cho d(A,B) = d(a,b) nho nhét, va prin(A,B) = pmin(a,b)
B1l. Tasap xép cac phan tir cua A theo thu tu nao do
A = {ug,Uy,... .U}
bat A=A A=, d(A) =+
B2.  Chon Ui € 4’ ¢6 chi s i nhd nhat. Dt u = u;.
B3. Tim cay duong di ngén nhét Tw(Vw,E’) cho dén khi Vw N B # & hoac T, cuc dai
(V(u) NB= @)
Néu T(u) lacuc dai,thidat4 =4 — V(u), sang B4
Ngugc lai: Chonv =V, N B
Xac dinh duong di ngan nhat ppin(u,v)
Timu’€ pmin(u,v) N A4’ gén dinh v nhat
A=A - Pmin(U,V)
Neéu d(u’,v) < d(A), thi dat d(A):=d(u’,v), A:= Pmin(u’,v)
B4  Néud’ # . Quay vé B2.
Néu 4’ = &, thi két thiie, pmin(A,B) = A, d(A,B) = d(A)

3. Két qua thir nghi¢m )

Dé thu nghiém va danh gia cac giai thuét trén ching t6i da viét mot chuong trinh nho cai
d3t va minh hoa cho cac giai thuat bang ngon ngir C”.

Chuong trinh c6 giao dién nhu sau:
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Test cac giai thuat: . .
Chuong trinh da xét dén cac do thi c6 dang sau véi moi dinh duge xac dinh bdi toa do
cua no (h,c):



Véi lOQ dinh va 270 canh v6i hudng va trong §6 duoc lya chon ng?tu nhién tr 1 dén 9 va
20’ dinh nguon, 20 dinh dich gﬁng duoc lya chon ngau nhién.
Két qua trung binh sau 100 lan chay:

Gidi thuat Thaoi gian (ms)
Giai thuat 1 4854.581
Giai thuat 2 41.981
Giai thuat 3 37.657

Ta thay rang & d6 thi dugc xay dung nhu trén, Giai thuat 3 hiéu qua hon giai thuat 1:
99% va hi€u qua hon giai thuat 2: 10%.

4. Két luan

Qua bai bao nay chung t6i d3 md rong bai toan tim dudng di ngin nhét gitra hai tap dinh
tir 46 dua ra mot s6 giai thuat dé giai quyét bai toan ndy, cac giai thuat da dugc cai dat trén
may tinh va dugc so sanh danh gié hiéu qua.

Hudng phat trién tiép theo cua dé tai nay 13 tiép tuc mo rong va phat trién bai toan tim
duong di ngan nhit giita hai tap dinh dong thoi dua trén cac giai thuat da thiét ké ching toi s&
dua ra mot s giai thuat dé giai nhiéu bai toan khac nhau, cu thé 1a cac bai toan nhu:

- Bai toan tim dudng di ngin nhét v6i da dinh ngudn, da dinh dich

- Bai toan tim duong kinh giira hai tap hop dinh cta d6 thi.
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